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§T. High energybehaviour









積分 (7.1)はconvergeする(pの中のくりこみ定数は勿論発散 している )から, Jk2f-
-の limitをとると
lim
Jk2ト,- Ai(k2)-亮 JowdK2p(応2)-守 (7.3)
即ち, highenergyで A占(k2)は -I/k2の如く振舞う｡これを考慮 して (6.28)を用い
ると
lim 1+ 7El(k2)- Z3
Fk21- -
Z｡(- k2) ≡1+ ,El(k2)
即ち
とおくと
p lim z,(-k2)- Z3
lk21-…
Z3(- k2) -Rez,(-k2)+ilmz,(- k2)









lim lm z3(- k2) -o
lk2l--


















〃o > 〟 (7.1])
という事になる｡
(7.9)で与えられる積分は convergeしない可能性が多いが, converge したとする
と, 赤 (k2)の漸近形は,もう少 し詳 しく定まる｡`即ち
AL(k2)ニ 了ー dK2p(x2)




















































































lk2ト - k2+〃2 1+ 7Cl(k2)
従って
lim 1+ 7El(k2)- Z3
Ik2l-∞
ここで, 7E.(k2)は f,m,JLの関数として convergeしている.荊の O(K2)と7El(k2)と
は,
-2
o(〝2)-i (K2TP2)局 (- K2) l2 1m 打1(- K2)冗
と関係 している｡これを用いると, vertex の highenergylimitがわかる｡
(復習おわ り)
vertexの highenergy limitを求めるには,次の様な idea を用いる｡定義により
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p(-p2)- (2,{)3∑ いく0廿 (0日p,a> 12
α
>-(27E)3l<0欄o)Jp,a> I2
だから,この式の右辺を vertex であらわし, p仁 p2)一斗oaslp2ト >- を周いる｡
そのために Ip,α>として,patic,le (q,r) (q:momentum, r:spin)と antトparti-












































である｡ 蘭 -- 1imitは ( ql一石)2--4nト pZによ り , f(q 一 石)2ト - と同じであ
る｡従って
7r
iM l(p2)'--12 Z2Z3fo2両 IF((q烏 )2)12
で 1p2i-- とすると,右辺は 0になるから,
f2lFI2-o as tp2ト -
1
W(q)60(-q)







p(x2)が high energy で消える即ち VerteXが消えるとい う事を意味するのである.し
かしながら, f2のnormalzoneが0であるかもしれないので, LFl2-0 が必ず しも結
論出来ない事は頭に入れておかねばならない｡
vertex の議論は,前にあげたLehmanSymanzikZirmlermanの paper に詳 しい｡
§8. Renom alizationgroup1
前章迄に考察 した, くりこみ可能な理論に於いては･理論に含まれている infinityは,
素粒子のmassとcoupiingconstant及び有限個の renormalizationconstantsの中に
攻収されるOこの事をもう少 し一般的な観点からながめると, renormalizationgroup
の考え方 に到達する｡ renormalizatiorlgroupの考えを用いて, high energyに於ける




























るので, renormalizationgroup とよぶ｡以下の議論では, group をな しているとい
う事は,あまり気にする必要はない｡ grouppropertyは,無限小変換を考える事に意味





















1+ 打1(k2,f2)- Z3 (8.7)
である｡以下,数式を簡単にして, idea のみを明らかにするために,Q.E･D,の時の様
























AFlにあらわれる (k2+〃2rlの facte,は trivialだから
-(k2+/L2)AFl(k2,fl2)≡
を定義すると,明らかに

















(8.16)と (8.17)が renormalizationgroupの基本式で,それらを, condition(8.
15) をみたす様に解けばよいわけである∴こゝでやった様に zl-Z2をや り度 くなけれ
ば,･Sい こついても同様の事をや り,全部を連立させればよいわけであるが, zl- Z2と
しても,これ程複雑なので,それ以上の事をや るのは骨がおれる｡
(8.16)(8.17)をとり扱 う例として,仁ell-Mann-Lowの議論を以下紹介 しよう｡
GelトMann-Lowは,上の関係をQ･E･Dの high energy領域に applyして, barechar岩.e
の振舞をしらべた｡上の式で
2





































































G-1[｢ ¢ ( f2) ] は increasing function.nl
≧O,
12
(i) G- 1卜r Q( f2) ] -- な ら【1
112im∞fl2--･ perturbationのresult.
(ii) Gll一三頼 2)]→ finit｡ そしてこの fiLi.ev軸 は拍 2)の値によらない.
Il
lim f12- finite (･independentofめ(f2))]2._.→ co
orignalformのみ見ていたのでは,12iJmof}2が finiteであっても,その値が, f2に
independentである事が言えない｡ 上の事が関数方程式からわかるのである｡上の




Gell-Man-Lowでは, highenergy の議論のみがなされて居 り, low energy 例え
ば infra-redの話はなされていないo infra-redは, ロシアの人達 によってなされてい
る｡これについては, Bogoliubov-Shirkovの教科書 をみ られたい ｡
§9. Renormalizationgroup刊 (DiCastroの議論 )
以上の考 え方を, criticalexpo1entの計算 に応用する事が流行 しはじめたので, Di
Castro の議論を簡単に紹介する｡
1
L- -- (･apbap¢+品 拍 )一卜goil¢4 (9･1)2
をとる｡
一般的な注意｡空間,時間の次元を4次元に限るとcouplingconstantgoは dimen-





となる筈であるO くりこみの条件は, massshellk'+p2- 0のあた りで AFC(k2) が
- (kB+FL2)11と振舞 うというのであるから(そうしないと,AFCによって propagateする
"particlel が変なものになって しまう ) 7Cl(k2,〟2,g)は,条件
2 2
7C1(-P,JL,g)-0 (9.3)
を満足 していなければならない｡ところで, (9.2)の, T～Tcに於ける behaviourを見
出すために jL2-0とお くと, ,C1(k2,0,g)は,次元から, 畑 こdependできない事がす
ぐわかる｡ 即ち,次元のない 7Elを次元のある k2 のみから作 る事が出来ないO従って
AFC～ (9.4)
で criticalexponent甲を定義するとき, 4次元の (9.1)をとる限り
甲-0
となる事がわかる｡如何に頑張 ってもd-4をとる限 りか-0である｡ しか し,若 し時
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間空間の次元を4から下げて d-4-Eとすると話は変わってくる. この場合, bare
couplingconstは
〔g｡〕-L-e
なる次元をもち, くりこみも可能である｡ (superrenormalizable) 今度は,次元のな
い 打latP2-0 を作るのに, k2とgを使 う事が出来る｡即ち, p2-0で机はg7k2eや
ら作る事が出来声ので, criticalexponent甲が0でない可能性が生じる.
この事を頭においてmodel (9.1)をながめて見る｡ ¢のGreen関数は (9.2)の形に
書け
lim 1+ 7El(k2,α)- Z
匪2!-co
と書け るか ら, (ここで DiCasTroにあわせるため, couplingconstantをα,
massをMと書 きかえた )





























al-aR(宣 貰 a2) (9･9'
なる形を仮定 しておけば,以下の話には充分である｡今, (9.8)を (9.9)を使って解 く
事が出来ればよいわけだが,その場合,条件 (9.6) 即ち
d仁 1,笠 αl)-1 (9･10)
が潤されていなければならない｡ (9･8)を解 くには,その微分形がとければよかろう




･d (音 賃 al) M2 ∂d(宣 告 α1)
∂(k2/112) 114 ∂(M2/ス12)






















































































を解き,そのa に於ける o(a*)を計算すればよい｡これは,特別のmodel をとって計
算 しなければならない事は勿論である｡ 少と Oの定義 (9.･13)(9.14) から明 らかな様














































第一の paperは,CallanとSymanzikの paperを 4-6に straightforwerdに apply




先づ scale変換を考え,その変換に伴 うscalecurrentを定義する｡ scalecurrent
は,理論が scale変換で invariantならconserveし,そうでなければ conserveしない*O)















































tp'y(A- - +T eo6-∂沃 芸 ¢)て 亀∂y(芸 ¢ (10･8)
1 分 .∂cl: . 1
∂｡ど
t卯 (カニ 編 ∂y¢~ 6"eZ
I/Ly(如まいわゆるcanonicalenergytensorで
･pt-(x,-∂p(義 )∂y¢+ 編 ∂p∂V¢-∂yg
∂ど
∂e2f ∂｡ピ ∂c27 ∂｡ピ







･pt,V(x,- ∂pt- (- - a ay鋸 (蓋 ¢ ト J e- (蓋 ¢ )
l ∂L=･! . 1
3 3
- 0
tp･p(A- t"p(x,･摘 (芸 ¢) ノ
∂ef ∂cz7
ン 4ギ+毎 ∂pQ･eoap(志 )Q･eo編 ∂p¢
∂｡ど











= -〝o~ 十でogo元 t27=0(カ∂〃o
(10.12)
(10.13)
を満すか ら,若 しLagrangianが〃Oや, 甲｡キ 0なる g｡を e-Xplicitに含んでいると,
sp(x)は conserveしなV*,). 〟Oや 符｡キ 0なるg｡を含んでいなければ, conserveする｡
Dilatationcurreutが定義できたから, dilatatiorlの generatorを
D(X｡)≡ -iJd3Xs｡(Ⅹ) (10.14)
*) 若し,運動方程式を使った結果, (10･13)の右辺が何かある localvectorKp(x)のdiver
gence即ち, ∂J,Kfjx)と書ける時は, Sjix)-KJL(Ⅹ)で scalccurrentを rdefineした方が,便利
である｡この点については
Anrilia,Takahashi,Umczawa,phys.Rev.5851(1972)






を満す｡こゝに Eは通常は naivedimensione｡ に等 しいが,前に言った様に,発散に
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-i芸d 4'( x-Xi)(Co+Xil芸 )<T(- ,･･,拍 n))>oi=1
+--- (10.19)
を得る｡ こゝで,--･は, (10.18)の-･-から来た termで, Ⅹについて空間積分すれ
ば落ちる様なものである｡ (10.19)はWard relationだが,このまゝでは,よくわから
ない term ･-･･が入っているので使えない｡もっと使える様にするためには,両辺をFou-
rier transform する :
(2打)48(4)(n十･･+ pn )G(p.'.･･,pn)






を (10.19)に入れてq-0とお くと(その時--･がおちる )









Fiこ対応する /′ を AI.(n)(pl-,pn_1)
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と書 くと, (10.22)より
[4-nco-i写 IP意 ]F'n'(pl,-,Pn-1)- iAF'n'(pl,-,p-- i)
n-1
(10.23)




I.(n)は pl'-'pn_1' 〃0 ' goから出来ているから,-Eulerの関係




-(po盲云 - goiai:)/ n)(pl,･･,Pn-I)
が成立つ｡これを (10.23)に入れると,
∂


















tpy--∂p¢∂y卜 8-[一7 81- -⊥ 'po242･一芸 ♂]2
1 1
tpfy-∂pか∂- -2-8" lal¢∂lQ+- 和 ¢-ipo2¢2]2 2
1--(□Spy-∂p∂y)¢26
G(p,-p)- iAi(p2)










となる｡ 以上は, unrenormalized quantities だが, renormalization をすると sca-
1ing law がどうなるかが問題である｡以下,それを考えよう｡
§ll. Callan-Symanzikequation
前頁の例からわかる様に, renormalizedmassを〃, renom alizedcouplingcons-
tantをgとすると
















∂〃 ∂ ∂g ∂
- - + 〟- -
∂po ∂〃 ∂p｡∂g
∂ ∂ ∩
[a(g)p芯 +β(g)高 一-γ(g)]nF 'pi,〟,g)2
a





















である｡ (ll.3)をCallen-Symanzikequationとよぶ｡ (ll.4)～(ll.6) の右辺が
cut-offによらない事は,こゝではわか らないが, cuトoffによらなければ,massJ`
にもよらない事は次元か らわかる｡ cu卜offによらない事は,次の様にすればよい｡それ




ap2 ニ ー l atP2+p2-0
(ll.7)
(ll,8)
･iiD 亮 4'(pi,〟,g)- ig a t pipj-t p 2 ( - 48ij, (11･9)































このまゝではあまり大した事が言 えない ｡ し か し, 先づ,右辺 が highenergyで消えて
しまう事に気をつけよう｡即ち high energyで は α(g)- 1として
∂ ∂




















asy. p r l→ 言 昔γ(g∞)log}F'n'(pi,P,g-)r(n) (pi･T ,g) - e
∝ i-号γ(g-)
次元から






上の議論を criticalexponentの計算に応用するとき, r(g…)が 符となる｡他の cri-
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